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RESUME. En utilisant le formalisme des varietes toriques, on decrit comment rendre une 
application monomiale algebriquement stable. 

ABSTRACT. Using the formalism of toric varieties, we describe how to make a mono- 
mial application algebraically stable. 



Introduction 

Soit ip : P 2 une application rationnelle de Fespace projectif, de degre topologique 
e 1, et dont Faction sur le groupe de Picard est donnee par un entier deg(ip) que Ton 
supposera toujours plus grand que 2. On verifie que la suite des degres deg(p n ) est sous- 
multiplicative ; on notera = lim„deg (ip n ) 1 / n le premier degre dynamique de ip (voir 
[^[]). Les principales proprietes ergodiques de <p dependent etroitement du rapport \\je 
(voir [Q]). Lorsque l\ > e (resp. l\ < e), il est ainsi conjecture que la plupart des points 
periodiques sont de type hyperboliques selles (resp. repulsifs). II apparait done important 
de comprendre precisement la nature de la suite deg (p n ). De maniere generique, cette 
suite est multiplicative deg (p n ) — deg (<p) n , et par suite l\ — deg (tp). En general cepen- 
dant, la situation est perturbee par l'existence de courbes contractees par tp ou Fun de ses 
i teres sur un point d'indetermination. On est done amene a introduire la definition suivante 
(§)■ 

Definition. Une application (p : X O d'une surface rationnelle est dite Algebriquement 
Stable (AS en abrege) si Ufe^oV? - est une union denombrable de points, ou I(<p) 

denote V ensemble d'indetermination de ip. 

II est equivalent de supposer que Faction naturelle p* de <p sur Pic (X) est compos- 
able au sens ou <p n * — ip* n pour tout n ^ 1. Lorsque <p est AS, l\ s'identifie au rayon 
spectral de tp* (voir par exemple le type de croissance des degres se ramene alors a la 
description du spectre de tp* , Pour les applications birationnelles de surfaces, on peut mon- 
trer l'existence d'un modele birationnel de P 2 dans lequel <p devient AS, et ainsi decrire 
precisement la nature de deg (<p n ) ([|lj)- Nous nous proposons de decrire des exemples 
simples d' applications rationnelles pour lesquels il est impossible de trouver un modele 
birationnel dans lequel celles-ci deviennent AS. Cependant la croissance des degres de ces 
applications est completement elementaire a decrire, et confirme les conjectures suivantes. 

Conjecture A. Soit ip : P 2 Q une application rationnelle telle que e 2 < l\. Alors il existe 
un modele birationnel X de P 2 , et un revetement ramifie h : X — > X tels que p se releve 
a X et devient AS. 



Date: 1" fevrier 2008. 

1991 Mathematics Subject Classification. 32F50. 

Key words and phrases. Applications monomiales, algebriquement stable. 



2 



CHARLES FAVRE 



Conjecture B. Si ip : P 2 O est induit par une application polynomiale de C 2 , il existe une 
suite d'eclatements ir : X — > P 2 , telle que ip se releve a X en une application AS. 

Conjecture C. Pour toute application rationnelle tp : P 2 Q, le premier degre dynamique 
est un entier algebrique. 



Soit A := 



a b 

c d 



£ M(2, Z) , une matrice a coefficients entiers. On lui associe 
1' application monomiale (p. a definie dans C 2 par 

<p A (z,w) = (z a w b ,z c w d ) . 

Le degre topologique de tpA est | det A\, son premier degre dynamique est le rayon spectral 
de A. Si \pi\ 5* |/J2| sont les deux valeurs propres de A, notons que l'inegalite l\ > 
e 2 equivaut a ]yOi| > \p%\- Lorsque = \p%\, soit ces deux nombres complexes sont 
conjugues et non reels, soit p\ — ±p2- 
Nous nous proposons de montrer le 

Theoreme principal. Soit pa ■ P 2 O une application monomiale de matrice associee 
A £ M(2, Z) de determinant non nul. 

- Lorsque le spectre de A est reel, on peut trouver une suite d'eclatements tt : X — > 
P 2 , et un revetement ramifie h : X — » X tels que ip se releve a X et devient AS. 

- Lorsque le spectre de A est non reel, ses deux valeurs propres s 'ecrivent exp(2i7T#) 
avec 9 reel (en particulier l\ = e 2 ). 

- Si 8 est rationnel, la conclusion precedente s 'applique. Plus precisement, on 
peut relever tp en une application holomorphe de X. 

- Si 9 est irrationnel, p>A ne se releve jamais de maniere AS dans un modele 
birationnel de P 2 . Plus generalement, si on se donne une application surjective 
7r : X — > P 2 telle que <j> se releve a X en une application rationnelle tp, alors 
cette derniere n 'est pas AS. 

Remarque. Lorsque le spectre de A est reel, la preuve du theoreme montre que I 'on peut 
toujours trouver un morphisme birationnel tt : X — > P 1 xP 1 de telle sorte que irotpAon^ 1 
devienne AS. 

La preuve du theoreme s'appuie sur des notions elementaires de geometrie torique 
(voir |^], [^[|). Nous faisons tout d'abord quelques rappels succints avant de presenter la 
demonstration de notre resultat. Nous concluons cet article par quelques exemples. 

1. Surfaces toriques et morphismes toriques 

On se donne un reseau N C M 2 et on note son dual M := Kom(N, Z). On pose 
N m :— N (g) R, et Mr := M ® R. Un eventail A est la donnee du singleton {0} et d'une 
collection finie de semi-droites R+ttj., • • • ,R+f s avec Vi € N et de cones C\, ■ ■ ■ ,C r 
stricts (Ci n — Ci — {0}) de dimension 2 bordes par des vecteurs dans {vi, • • • , v s } . On 
notera 1' eventail ainsi defini 

A := {{OKR+Ui,--- ,R+v 8 ,C 1 ,--- ,C 8 } . 

On associe naturellement a tout eventail une surface complexe que Ton note TV emb(A). 
Une surface de ce type sera dite torique. 

Chaque cone a £ A definit une variete torique affine comme suit. Considerons le cone 
dual a := {m £ Mr, < m,n >^ pour tout n £ ct} et notons S a := a n M = 
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{m G M, < m,n >^ pour tout n G a}, Fensemble des points de ce cone appar- 
tenant au reseau M. C'est un semi-groupe pour la loi additive engendre par un nombre fini 
d'elements par le Lemme de Gordon. On pose U a := Spec C[«S CT ]. De maniere concrete, 
un point u G U a est defini par un morphisme 

u : S a — ► C tel que u(0) = 1 et u(m + ml) = u{m) u{m') pour tout m, m! G S a . 

Si (mi, • • • , m p ) est une partie generatrice de l'application de U a a valeurs dans C p 
donnee par u i— > (ti(mi), • • • , u(m p )) induit un plongement de U a dans <C P . Lorsque 
dim(a) = 0, 1, la surface U a est lisse. Lorsque dim(cr) = 2, la surface U a est lisse ssi 
(j = R + «i + R + u 2 ou v 2 ) engendre le reseau N. Lorsque U a est lisse, on dit que a 
est un cone regulier. 

Lorsque o\ C 02 sont deux cones de A, le point u e J7 CTl induit par restriction sur 
S a2 C S ai un point u e [/ CT2 . Le morphisme ainsi construit est un plongement U ai U (J2 
et f/o-j forme un ouvert de Zariski dense dans U a2 . En particulier, tout cone contient {0} 
done U a contient le tore algebrique complexe J7{ } = Hom(M, C*) = (C*) 2 comme ou- 
vert dense. On construit alors la variete Tjy emb(A) := U al =AU a en recollant chaque cou- 
ple (U (7l , U a2 ) le long de U crincr2 . On verifie que emb(A) est compacte ssi le support 
de l'eventail est R 2 . On dira alors que A est complet. Notons par ailleurs que TV emb(A) 
contient (C*) 2 comme ouvert dense et est done toujours une surface rationnelle. 

Les surfaces toriques supportent une action naturelle du tore algebrique complexe 

Tat := Hom(M, C*) = N ®% C* S (C*) 2 . 

Si t e Tjv et u e U a C emb(A), on pose (t.u)(m) := t(m) x u(m) e U a . Notons 
que le tore Tat agit sur C/{o} ~Tn, par translation. 

II est important de comprendre la decomposition en orbite de Tn emb(A) sous Taction 
de Tjv. Chaque cone a e A correspond de maniere biunivoque a une orbite orb (a) de 
dimension dim(er) + dim(orb (er)) = 2. Au singleton {0}, correspond le tore TV ; a une 
semi-droite M. + v correspond une courbe isomorphe a C* ; a un cone C de dimension 2 
correspond un point. 

Plus precisement, on definit orb (a) := {u : MCia 1 - — ► C* homo, de groupes }. C'est 
un tore algebrique complexe de dimension 2 — dim(cr). Un point u G orb (a) s'identifie 
a un point de U a naturellement u : S a — > C en posant u(m) = si m e 5„ \ u 1 et 
u(m) = u(m) si m E a- 1 . On verifie que sous cette identification orb (er) est l'orbite d'un 
point de U a et que les TV-orbites sont toutes de cette forme. 

Decrivons maintenant les morphismes de surfaces toriques preservant cette structure. 
Soient Ai, A 2 deux eventails definis respectivement sur des reseaux Ni,N 2 - Une appli- 
cation holomorphe ip : Tn 1 emb(Ai) — » Tat 2 emb(A 2 ) est dite torique si elle preserve 
Faction du tore i.e. ssi pour tout t G , u G emb(Ai), on a 

(1) p(t.u) = <f>(t).<p(u) , 

pour un morphisme de groupe G Hom^jVi , TV 2 ). Ce morphisme est determine par 
une application Z-lineaire N\ — » N2 que Ton note encore <f>. L'application ip est alors 
holomorphe ssi pour tout element de l'eventail o\ G Ai, on a <p(ai) C cr 2 pour un cr 2 G 
A 2 . 
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L'interieur relatif d'un cone <7j G A» est par definition Int (crj) = (Tj \ U{r face de a}. 
L'interieur relatif d'un cone C de dimension 2 coincide avec son interieur; Int (R+d) = 
R* + v, etlnt ({0}) = ({0}. 

On verifie alors que <£>(orb (cr)) = IJorb (r) ou r parcourt Fensemble des cones tels 
que Int (r)C\(j)(a) ^ 0. De meme, on a ip^ 1 (orb (<r)) = (J orb (r) pour Int (cr)n^i(r) 7^0. 

Notons que le degre topologique de </? est donne par son degre sur le tore i.e. e = 
|det(0)|. 

Une application meromorphe <p : emb(Ai) ---> T^ 2 emb(A2) est dite torique 
si r le graphe de tp est une variete torique et si les projections naturelles tti : T — ► 
emb(Ai) pour i = 1, 2 sont des applications toriques. Notons Nr le reseau sur lequel 
l'eventail Ar definissant V est construit ; et (j>i : Nr — ► Ni pour i = 1, 2 les applications 
Z-lineaire induisant 7Ti , 7T2 . L' application 7Ti est une modification propre done | det (<f>\ ) \ — 
1 et on peut poser :— <p2 ° (^f 1 : iVi — > A^. En particulier dans le cas ou A := Ai = A2 
et N := Ni = N2 on obtient le fait suivant. 

Un morphisme meromorphe f : Tn etnb(A) O est determine de maniere unique par 
une application 1L-lineaire de (j) : N — + N i.e. dans une base de N par une matrice 2x2 
a coefficients entiers relatifs. 

Notons que F equation ([!]) applique au point u = (1,1) montre qu'un morphisme torique 
ip induit une application monomiale sur le tore Tjy. 
On deduit aisement des remarques precedentes : 

- une courbe C = orb (R.+ v) est contracted sur un point ssi cf>(v) est dans l'interieur 
relatif d'un cone de A de dimension 2 ; 

- un point p = orb (C) est d'indetermination ssi 0(lnt C) contient une semi-droite 
R + v € A. 

Supposons que A soit regulier (i.e. Tjv emb(A) est lisse) et prenons un cone de dimen- 
sion 2 dans A donne par C = R + t>i + R+i^- Soit v := V\ + t>2 et considerons A' le 
raffinement de A obtenu en rempla§ant C par les deux cones R + vi + M. + v, M. + v + M. + V2- 
L' application lineaire id : N — > induit une modification propre ir : Tjv emb(A') — > 
Tn emb(A) qui s'identifie a l'eclatement de emb(A) au point orb (C). 

Nous utiliserons un autre exemple de morphismes toriques. Pour un sous-reseau Ni C 
N d'indice fini, l'injection canonique Ni N induit un revetement 

(j) ■ Tn 1 emb(A) — > emb(A) 

de degre l'indice [iVi : N]. 

Dans toute la suite, on se place dans le cadre suivant : A est un eventail regulier complet 
defini sur un reseau N C M 2 , et <\> : N — * N une application Z-lineaire. On notera toujours 
(p l'application meromorphe induite sur T^y emb(A). On notera de plus \pi\ ^ \p2\ les 
deux valeurs propre s de <f>. On a li = \px\ et e = \p% x En particulier, on a toujours 
If ^ eet/f = e ssi \pi\ = \p 2 \. 

2. Le cas l\ > e 

Dans cette section, on suppose que \p\\ > \p%\ (en particulier p±,p2 G M). Cette 
inegalite est equivalente a l\ > e. On notera wi et W2 les deux vecteurs propres associes 
a ces valeurs propres. En general, ils ne sont pas a coordonnees entieres mais sont definis 
sur une extension quadratique de Q. 
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Montrons la 
Proposition 1. 

On peut raffiner A en un eventail A' de telle sorte que Lp : Tn emb(A') O soit AS. De 
plus, il existe un sous-reseau N' C N dans lequel A' devient regulier. 

Le reste de cette partie est consacree a la preuve de ce resultat. On posera k := P2I p\ £ 



On raffine tout d'abord A en lui ajoutant les semi-droites v) des que M. + v appar- 
tient a A. L' eventail ainsi obtenu n'est pas necessairement regulier, mais il est symetrique 
par rapport a Forigine ce qui permet de raisonner sur les droites de R 2 de pentes ra- 
tionnelles au lieu de semi-droites. 

Considerons alors les droites D\ et D2 de A (distinctes de Rwi) les plus proches de 
Riui respectivement dans le quadrant K+iUi + M+u;2 et M.+u>i — R+ii^- Quitte a raffiner 
A ces droites existent, et on note C 1' union des deux cones convexes qu'elles definissent. 
Par construction celui-ci contient M.wi . 

On peut raffiner A de telle sorte que le cone C s'envoit strictement dans lui-meme 
4>(C) C C. En general, il n'est pas cependant possible de choisir ce nouvel eventail regulier. 

Si 1 > k > 0, cette propriete est automatiquement verifiee. Sinon — 1 < k < ce qui 
equivaut a dct <p < 0. Dans la base (wi, W2) de TVr, onecrit D\ = K(l, a), D2 = M(l, — b) 
avec a, b > 0. La condition ci-dessus 4>(C) C C est alors equivalente a Finegalite 



On raffine A en lui ajoutant deux droites M(l, a') et K(l, —b') avec a' < a, b' < b de telle 
sorte que le couple (a', b') satisfasse a (^). Pour ce nouvel eventail <p(C) C C. 

De meme, considerons les deux droites D[ et D' 2 de A (distinctes de M.W2) les plus 
proches de M.W2 respectivement dans le quadrant M+iui + E + W2 et R+iui — et D 

Funion des deux cones convexes engendres par celles-ci. Le meme argument montre que 
quitte a raffiner A on a <f>(T>) 3 T>. 

Pour conclure, on ajoute a A toutes les droites D (£ T> telles que <f> (D) € A pour un 
entier k ^ 0. Dans la surface torique associee a cet eventail, le morphisme torique ip induit 
par 4> possede au plus deux points d'indetermination orb (T>i), orb (V2) ou T>\, T>2 sont 
les deux cones convexes d' union V. Les courbes contractees par un itere de (p sont orb (D) 
pour D une semidroite de A, et sont done eventuellement envoyees sur un des deux points 
orb (Ci), orb (C2) ou C% UC2 = C. Ceux-ci sont fixes si det (f> > et permutes si det < 0. 
En general, 1' eventail n'est pas regulier, mais on peut toujours trouver un sous-reseau de 
N dans lequel A devient regulier. 

Ceci conclut la preuve de la proposition nl 



Le cas \p%\ — \p2\ se separe en 5 sous-cas. 

(1) : <f> = pid avec p = pi = p2- Pour n'importe quel eventail A, l'application : 
emb(A) O est holomorphe. 



(-1,1). 



(2) 



|«;|a < b < |k| 1 & . 




= e 



(2) : p := pi — P2 mais n'est pas diagonalisable. 
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La droite D := kcr(<p — pid) est rationnelle. Dans ce cas, on applique l'algorithme 
precedent en modifiant la deuxieme etape en remplagant C par le cone defini par D et le 
droite la plus proche de D. On demontre de maniere analogue a la preuve de la proposition 
|l]que le couple (cp, Tn emb(A)) est AS. 

(3) : p := pi = -p 2 > 1. 

Notons v+, V- les vecteurs propres associes resp. a p et —p. Soit a la reflection fixant 
W.v+ et d'axe Wv-. Ajoutons a A tous les vecteurs ±K + w, ±R + cr(i>) des que M. + v 6 A. 
Dans ce nouvel eventail A' (singulier en general), <f> est holomorphe. Dans le sous-reseau 
N' := Zv + + Zu_, F eventail A' devient regulier. 

(4) : pi — pexp(in9), p 2 — ~p~i avec p ^ 1 et 6 G Q. 

Dans ce cas, <fi est d'ordre fini sur l'ensemble des semi-droites de W 2 . En ajoutant a A 
toutes les images (p k (]& + v) pour R + v G A et k ^ 0, on obtient un raffinement de A dans 
lequel <p est holomorphe. En general, l'eventail n'est pas regulier. 

(5) : pi = pexp(iir6), p 2 =~p~i avec p ^ 1 et 9 Q (dans ce cas on a en fait toujours 
p > 1 voir ci-dessous). 

Supposons que Ton puisse raffiner A en un eventail A' de telle sorte que le couple 
(<f), TV emb(A')) soit AS. Montrons que ceci ne peut etre possible. 

Soit R + v 6 A'. Comme {<fi k (M. + v), k ^ 0} est dense dans l'ensemble des semi-droites 
de R 2 , on peut trouver un entier k ^ tel que cj) k (M. + v) C Int C pour un cone C de 
dimension 2. Done toute courbe torique orb (v) se contracte sur un point. De meme si 
C G A' est un cone de dimension 2, pour un entier k ^ on a Int C D R + v E A', et il 
s'ensuit que orb (C) S Uk^oI{f k )- On a done montre que toutes les courbes toriques se 
contractent sur un point d'indetermination torique apres iteration. 

Supposons maintenant que Ton realise une suite d'eclatements centree en des points de 
Tat emb(A) qui ne soient pas toriques (i.e. invariant sous Taction du tore). L' application 
induite par <p ne peut lever les indeterminations toriques, et les courbes toriques contractees 
restent critiques car elles sont envoyees sur des points toriques. 

On a done montre que Ton ne peut rendre (cf>, Tn emb(A)) AS en procedant a une suite 
finie d'eclatements toriques ou non. 

Supposons maintenant que Ton se donne un morphisme surjectif entre surfaces lisses 
7r : X — > IV emb(A) tel que ip se releve a X en une application ip, Notons U = it~ 1 Tn, 
C(ir) C U l'ensemble critique de ir dans U, et £(ir) C C(ir) l'ensemble des points oil 
7r n'est pas localement fini. L'ensemble des valeurs critiques V n — irC(ir) est un sous- 
ensemble algebrique propre de Tm- II n'est pas necessairement de dimension pure, mais 
est union d'une courbe W-k et d'un ensemble fini de points tt£(7t) = F. 

Soit x G Vx, et z G ip~ 1 {x} une preimage de x par (p. Choisissons w G tt^ 1 {z}, 
y G tt^ 1 {x} dans les fibres respectives au-dessus de z et y. Comme Tjv est totalement 
invariant par <p, w G 7r _1 T/v = U. 

Si ip est holomorphe en w, de F equation n o ip = ip o tt et du fait que <p induit un 
revetement non ramifie de Tm sur lui-meme, on deduit que z G ttC(tt) = V„. Lorsque w 
est un point d'indetermination de ip, son image totale par ip dans X est une courbe connexe 
qui intersecte U, et se contracte par tt sur x = ipoir(w). Par suite, x appartient a l'ensemble 
fini de points F C U defini ci-dessus. On a done demontre que 



<P~ X V-n C14U tp^F 
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II est alors apparent que la courbe algebrique C V n est totalement invariante par 
tp. On verifie que ip restreint a Tn n'admet aucune courbe totalement invariante. Done 
7r : U \ n~ 1 F — > Tn \ F est un revetement non ramifie. En particulier, U \ tt~ 1 F est 
isomorphe a (C*) 2 \ G ou G est un nombre fini de points, et ir definit un morphisme 
monomial de (C*) 2 \ G dans Tpf. Par extension, U possede un morphisme birationnel 
(propre) sur (C*) 2 , et est done obtenue a partir du tore par composition finie d'eclatements 
de points. 

La surface X 1 obtenue par contraction de toute les courbes compactes de X incluses 
dans U est une surface algebrique lisse contenant le tore (C*) 2 comme ouvert dense. Le 
morphisme induit par ip sur X 1 preserve le tore et comme 7r est monomial, ip agit aussi 
comme une application monomiale. 

Par contraction successive des courbes exceptionnelles de premiere espece de X', on 
obtient une surface rationnelle minimale S e'est-a-dire P 2 , P 1 x P 1 ou une surface de 
Hirzebruch. Celles-ci sont toutes des compactifications toriques de (C*) 2 . Les courbes 
exceptionnelles de premiere espece de X' sont toutes hors du tore done ip induit aussi un 
morphisme monomial sur le tore (C*) 2 C S. 

On est done ramene a la situation precedente ou ir : X — > S est un morphisme bira- 
tionnel sur une variete torique et ip induit un morphisme torique dans S. On conclut que ip 
ne peut etre AS. La derniere affirmation du theoreme principal est ainsi demontree. 



4. QUELQUES EXEMPLES 

Afin de donner un exemple explicite d' application monomiale qui ne peut etre rendu 
AS dans aucune surface rationnelle, il faut trouver une matrice 2 x 2a coefficients entiers 
dont les valeurs propres sont non-reelles, complexes conjuguees pi,p2 = pexp(±i7T0) 

avecp > Oetfl ^R\Q. Si A = ^ ,lefaitd' avoir deux valeurs propres non reelles 

est equivalent a 

(3) (a - df + 26c < . 

En particulier si a. b,c,d ^ 0, e'est-a-dire lorsque (fA est polynomiale dans C 2 , cette 
inegalite n'est jamais verifiee, et on peut toujours rendre (fA AS dans une surface torique 
convenable (voir conjecture |||). 

De me me lorsque ipA est birationnel, on a ad — be = ±1, et (5b est alors equivalent a 
| tr A\ ^ 1, det A = +1. On verifie que dans tous les cas, Taction de A sur les droites de 
K 2 est d'ordre fini, et <pa est done holomorphe dans une surface torique convenable (voir 
conjecture ^). 

Supposons done que ([}]) soit verifiee. Si 1' argument 9 des valeurs propres de A est 
rationnel, on a 

(4) 6 € {0,1/6,1/3,1/4} mod (1/2). 

En effet, on remarque que p\ + p\ = 2p 2 cos(27r6>) = tr(<7J 2 ) est un entier, ainsi que 
p 2 = det(</>). Done cos(2tt9),6 6 Q ce qui implique (Q). Les valeurs propres de A sont 
dans ce cas toujours dans Fun des corps quadratiques suivants : Q, Q + QV2 ou Q + Qy/3. 



Exemple I. Pour A 



1 4 
-1 



onapi,p2 = l/2(l±iv7). L' application <pa{x,1)) 



(xy 1 . x 4 ) ne peut etre rendu AS dans un modele birationnel de ] 



8 



CHARLES FAVRE 



Pour conclure mentionnons l'exemple suivant, qui montre qu'en general on ne peut 
rendre une application AS simplement en eclatant, mais qu'il est necessaire de passer a un 
revetement ramifie. 

Exemple 2. Prenons comme eventail de depart 

A = {{0}, ±R+(0, 1), ±K+(1,0), ±K+(0, 1) ± M+(l, 0)} , 
i.e. T N emb(A) = P 1 x P 1 . Soil 




Alors, on ne peut raffiner A en un eventail A 1 regulier tel que <fi devienne AS. 

En effet supposons que ce soit le cas. Comme A est d'ordrefini d'ordre 8 sur les semi- 
droites de M. 2 , ipA est necessairement holomorphe dans Tn emb(A'). Notons v = (— 1, k) 
avec k G Z + le vecteur le plus proche de (0, 1) dans le cone K+(0, 1) + M+(— 1, 0). Pour 
un vecteur w £ J?, on note w le vecteur dans M + u> n Z 2 de plus petite norme. Comme A' 

est regulier les vecteurs 0(0, 1), <j>(v) forme une base de Z 2 . de maniere equivalente, on a 

|det(^M),0OT))| = l. 

Or (f)(0, 1) = (-2, 1), et <f>(v) = (-8k, 4k - l)/(8fc A 4fc- 1). On verifie que ceci aboutit 
a une contradiction. 
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